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Caractérisation des *, -produits et des
*, ~produits faibles

My Hachem Lalaoui Rhali

Abstract. The aim of this paper is to bring a characterization of weak
#y-product and Vey-#,-product, and to give a necessary and sufficiently
conition for which a weak +,,-product would be a #, - product, Finally we
show that every Vey weak #,-product can be uniguely written as a product
of a Vey #,.-product by a constant.

Resume. Dans ce travail, on donne une caractérisation des #,, -produits
faibles et une condition nécessaire et suffisante pour qu'un #, -produit faible
soit un #,-produit. Enfin on montre que tout #,-produit faible de Vey s'écrit
de fagon unique comme produit d'un #,-produit de Vey par une constante,
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1 Introduction

La mécanique classique se fonde sur la structure de variété symplectique dans 'espace
des phases muni de la 2-forme w= % dp; A dy;, éxprimée en coordonnnées locales im-
am]

™
pulsion-position (p;,...,Pn:q1,-- - ¢u) de B?™. Le crochet {f, g} = El{—-ﬁgp‘_ _E'gq; - gLﬁq 'B'E'ap,-}
fu=

définit sur C°(R?") une structure d'algébre de Poisson de dimension infinie. En mé-
canigue quantigue on remplace les variables dynamiques pi, q; par les opérateurs p;, d;
sur un espace de Hilbert H C L*(M) constitué de fonctions d'onde (ay, az, ..., an, t)
ol M est I'espace de configuration. J.Moyal [7] avait étudié la correspondance entre le
commutateur des opérateurs et le crochet de Poisson. Plus précisément il avait prouvé
que le commutateur des opérateurs ne correspond pas au crochet de Poisson mais 4 une
série en la constante de Planck dont le premier terme est ce crochet. Ainsi est née l'idée
de formuler la mécanique quantique en substituant au crochet de Poisson des déforma-
tions formelles approprifées 4 savoir les #, -produits et les =, -produits de Vey, Pour
les applications des %, -produits aux groupes de Lie le lecteur est invité 4 consulter [5].
Dang ce papier, on caractérise les #, -produits et les %, -produits faibles et on montre
que, &tant donné un #, -produit faible de Vey, il existe un unique #, -produit de Vey qui
g'en déduit par produit par une constante,
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2 *,-produits et #,-produits faibles

Soit W une variété différentiable connexe, paracompacte, de dimension paire 2n et
de classe C™. Tous les éléments introduits sont supposés O et pour abréger on pose

Une structure symplectique est définie sur W par une 2-forme fermée F (i.e dF = 0)
partout de rang 2n. Elle peut &tre aussi définie par un 2-tenscur (contravariant anti-
symétrique) A = p~1(F) on g : TW — T*W est l'isomorphisme de fibrés vectoriels
donné par p(X) = —i(X)F, vérifiant [A,A] = 0 au sens du crochet de Schouten [1].
Nous sommes cenduits 4 introduire Le crochet de Poisson Plu,v) = i(A)(du,dv) =
L{X, v Yu,v € N, ol i(.) désigne le produit intérieur.

L'espace N est naturellement muni de deux structures algébriques: une structure
d'alggbre associative (en outre commutative) donnée par le crochet usuel des fonctions
et une structure d’algébre de Lie donnée par le crochet de Poisson,

Notons par E(N, ) l'espace des séries formelles en 1 4 coéfficients dans N. [ne
déformation  différentielle formelle de l'algébre associative (N,.) est une application
bilinéaire N x N — E{N, 1) décrite par la série formelle:

Uk, U= Zurﬂf{u.vjl =W+ZU'Cr{u,v} (1)
re=i ras]
qui vérifie formellement 1'identité d'associativité (u*,v)*,w = u+, (v, w), Yu,v,w € N,
ot les On(r = 1) sont des applications bilinéaires différentiables de N = N — N; v est
appelé le paramétre de déformation. (1) définit sur E(N,r) une structure d'algébre
associative dite algébre associative formelle obtenue par déformation.
De méme une déformation différentielle d’alggbre de Lie de Poisson (/V, P) est donnée

par une application hilinéaire alternée N x N — E{N, M), soit
o
['u':llu]}- = P{'ili-,'l-l] + E}\"Cg,._;.l{u,w} (2]
r=1

qui vérifie formellement 1'identité de Jacobi. Les (41 sont des applications bilinéaires
alternées de V x N — N. (2] définit sur E(N,A) une structure d’algébre de Lie dite
algébre de Lie formelle obtenue par déformation de I'algébre de Lie de Poisson,

Dans foute la suite on suppose que C; = P o P est le crochet de Poisson sur W,
MNotons par {H;) et (Hz) les hypothéses suivantes:
{H1): C% est paire en u,v pour r pair, impaire en u,v pour r impair;
{H2): les C, sont nulles sur les constantes.
Définition 2.1. 1) 5i les C,. vérifent (Hy) et (Hz), on dit que (1) définit un *, -produit
sur (W, F).
2) On appelle *, -produit faible, toute déformation associative de la forme

[+ =] fes]
ok, U = Zu’ﬂf(u,v} = v+ ZU'C,. {1, v)
e r=1

ot les 2 -cochaines différentielles C, satisfont (Hy) ef ot celles de rang impair sont nulles
sur les conslantes.
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3) Une p- cochaine de (N, P) est une application p -linéaire de N* — N. Le cobord de
Chevalley d*une p- cochaine C de (N, P) est la (p + 1)-cochaine 8,C donnée par

1
arc(u’u-ulz' "1?"‘?‘} = ﬁ;“-’- .I-"FJ‘.I:| (;;r {HAUFC{H}-I"‘ ' ’u":"-r]} +

1
- mct{ﬂku:”h}ua,,. =g ,'u-),F})

olt uy € N et ot € est Pindicaleur antisymétrique de Kronecker.

Remarque 2.1. Un star-produit (1) donne naissance par antisymétrisation 4 une algébre
de Lie formelle (2) tel que pour A = v on ait:

i, 0 = (20) e xw —vxw)

o . oo
Définition 2.2, Deur #, -produits u=, v = 3 p"Crlu,v) et us, v = 3 v"Cllu,v)

rma(} r=i)

sont dits équivalenis s'il eriste un opérateur T, = Id+ 3 v°T,, o les T, sont des
a=]1
endomorphismes de N nuls sur les constantes, tel gue

Tu(us, v} = Tyus, Tyu (3)

T, est appelé opérateur d équivalence transformant +, en *,. Dans le cas ot les T, ne
sond pas nuls sur les constantes, on dit que les deur *,-produits =, et xL sond fatblement
Equivalents.

De méme deuz déformalions d'algébres de Lie formelles [,]s et [:,1;t sont équivalents

xa

g'il eziste Ty, = Id+ Y A"T, ot les T, sont des opérateurs différentiels nuls sur les
#=1

constantes, tel que

Tafu, vy = [Thu, Tho)y (4)
Pour lea T; non nuls sur les constanies, nous traduisons (4) en disant qu’il v a équivalence
Jailile.

Lemme 2.1. Deux applicotions bilinéoires alternées données de W x N — E(N,X)
données par

[, v] = Plu,v) + i A" B, (u,v) (5)

" raull
(0], = P(u,v) + 3 3 Br(u,v) (6)

r=1

telles que B; — B, =84, v=12,..., ot A, est un opérateur différentiel, sont faible-
ment équivalentes.
Preuve. Quitte & faire une transformation par un opérateur d'éguivalence faible, on

peut supposer que B, = B, (r=1,2,...,9— 1).
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Montrons alors qu'il existe un opérateur d'équivalence faible transformant B; en By.
Pour cela soit Ty, = Jdy + A7A4,. Soit [,]; déduit de [, ], par T3; alors la relation

T [, ‘u]*; = [The, The]s

se traduit par
B”q - B; + {;'q- =doTy = 0gAy (voir [5])

avec
Goluw)= 3 TBj(uv)— Y, Taulpv— Y (Be(Tou,v) + Belu, Tov))+
Ty ss mg Themy
-+ Z By (Tyu, T,v)
r+:+_-|r=q
pour

:|",.s:,.5f =1 et T, =fd+z}l"f',
a=1
avee Ty =Jd, Ty = Ay et T, = 0Vs = L et 5 # q. 1l est facile de voir que (73 =0, et donc
By — By = 8.A, = By — By
c'est & dire que
B, = B“.
Alinsi les deux applications bilinéaires [, ] et [,], sont faiblement -équivalentes.

Proposition 2.1. Deus déformations formelles d'algébre de Lie

[, v]a = P(u,v) + Y A Carpa{u,v) (7)

r=0

et .
[, 0]y = Plu,v) + 3 A" Ceyy (w,0) (8)

rml

telles que G’éwl - Cpyy = 8o Ay, ot A, est un opérateur différentiel, sonl faiblement

Equivalenies.
Preuve. 1l suffit d’appliquer le Lemme précédent aux applications bilintaires altérnées

= i ] ¢
[, v]5 = Plu,v)+ 5 A" Bo(u,v) et [u,v];, = Plu,v)4+ 3 A B, (u,v), en posant B, = Caryy
r=0 r=]

et B;. =G;H_], pourr=1,2,....
Proposition 2.2. Pour qu'un %, -produit faible *, soit un *, -produit il fout et il suffit
gu'il soit équivalent 4 un +, -produif +, el que Uapplication

wE N — Z Uﬁf- |:'!,[-, T’l }
Brt+s=21

[ 5]
soit nulle sur les constantes, ot T, = Iy + 3 v°T, est Uopérateur d'équivalence trans-
g=1

SJormant %, en =,
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Preuve. Supposons que le #, -produit faible #, est équivalent & un #, -produit *L, et
oo L
soit T, = fd+ % 1°T, V'opérateur d’équivalence transformant #, en #,. Alors Pégalité

s=]
T(u %, v) = Tyux, Tv
se traduit par
Cy=Cy+G, =8xT; (t=1,2,...) (voir [1])
oft Gpfu,v) =0 et

Gluw)= Y TO(wv)— 3 Tulpw— Y (Co(Tou,v) +Cr(u, o))+

4yt adbs' =t ra=t
-+ E Cr(Tou, Tyv)
r4ata’=t

T, étant un opérateur d'équivalence, donc les Ty, (s > 1) sont nulles sur les con-
stantes (voir [5] p.164). De plus, par définition d'un #,-produit faible, les Copq sont
nulles sur les constantes. Il suffit donc de prouver qu'il en est de méme pour les Cy.
Comme

83&“%{1.1.1} = Tz;{'!-l':l' = Tm{t’} e Tg;(l;l'l.? =0
On déduit que )
Cm{l,ﬂ} = Cz;l:].,ﬂ} e Gg,-,(l,'u] = 3;;'?3:(1,1)} =

et done que
Cop(1,v) = G (1,0)

(Cye(1,v) =0 puisque +, est un ,-produit).
Or

Gu(lv)= 3 TOp(tv)= 3 T)Tw— 3 (CoTul1),v) +Cr(L, Tv)+

r4a=21 an' =0 r4a=2t
F Y Gma) T
r4ats’ =3t

et Corp1(l,v) = 0, il s’en suit alors que

Gay(1,v) = Z Co(1,Tw) = Cae(L,v)
r+z=2X, r pair
et que Gg;[l,'u} =0 =i et senlement si 3 Ce(l, Tov) = 0.

r+s=2E ¢ pair
Ainsi Ty, est nulle sur les constantes si 'application

we Ni— E Gir{"-qua-]
Srdamit .

est nulle sur les constantes pour tout v € N.
La réciproque est évidente.

(=)
Corollaire 2.1. 5’ il exite un opérateur d' équivalence de la forme T, = I+ DI T

a=1
fransformant un +, -produit faible +, en un +, produit *;, alors #, est aussi um =, -
produtf.
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(=
Preuve. 5iT, =Jd+ ¥ p2#+1Ty o, alors 1'application

=1

we N — z Uzr{urT‘.}

Ir+ =08t

est identiquement nulle et le corollaire en déconle,

3 %, - produits et *, - produits de Vey

A.Lichnerowicz a prouvé dans [3] que tout #, - produit faible s écrit de maniére
unique comme produit d' un *, - produit par une constante. Dans ce paragraphe on
montre que si le #, - produit faible est de Vey, alors le #, - produit qui 8° en déduit par
produit par une constante est aussi de Vey.

On appelle #, - produit de Vey, tout *, - produit de la forme

ol (" est un opérateur différentiel d'ordre maximum 7 en chagque argument tel que
QYuv)=wet Q1= P.

Théoréme 3.1. Fiant donné un *, - produdl faible de Vey, alors il eziste un unique #,-
produil de Vey qui s'en déduil per produil par une constante.
Preuve. Soit *, un *, -produit faible de Vey

-u.*.,lr=uv+uF{u,v}+Zv“Ur{u,v} (9)
r=1
ol
_ Q% (u,v)
CErf.ulv} - _l:'ﬁ'_ + Ko, {'kﬂ?r = ]RII
B Qﬁrﬂ (u,‘u]
Cﬂ"‘-l'll:u:ll?] - {2?,4_ 1}! L
(9) peut aussi &'écrire sous la forme
ux, v = kauv + vPu,v) 4+ ZU‘"% (10)
= (2r)
o1
(= =]
ka=1+4 Zuﬁrkg,..
r=1
Soit

s
b =1+ Z J‘fm"h-g,-

ras]
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Dﬂ h[{r = IR.
On peut transformer (9) & partir de I'opérateur d'équivalence faible T, défini par

Tiau = hyau= {1+ zvﬂrhgr)u,
re=l

on définit ainsi un nouveau =, -produit *,, par;
= =]
F o _ Q" (u, v)
wk = h,a(u*,v) = ho(keuw + Z v“—-#-—),

avec ' = P. On a alors,

(u*, ’U} = h 2k auv + fl,_.i{z M} fa ke + (1 + Zv‘sh. E Q

el re=]
ol fgepr =0, We=1,2,....
On obtient done,

(wouv) = huakou 4 5o LD | §5 0 3, Q)
ral k=l r+e=k
avec T, 8 > L.
C'est & dire gue
L)
weyv = bk + 3oy ) +Z*”°{ IR i)
k=1 k=1 r4+2s=k
du fait que hgeq =0, ¥s > 1. Par suite

u*yb_h:,a.‘hvauv-l-Z!zka + Z s & (u i _— = ,nk;.ﬂw+zukck 18, u).
k

k=1 r+2a= fomal
ol "
¥ i,
Cﬁ’h{u?ﬂ)=’a_i‘!"i+ Z Q fﬂ- 3 {pour r,s = 1)
r4daek
ie
1
Chp(w,v) = e [Q%(u,v) + &l Y hg,.,-Q—E"—”—}]
r4Ba=k
Finalement,
Uk, V= h,ak‘,:uﬂ 4 ZL}QI{;: v} ;
— T |

QF(w,v) = Q (u,v) + kt Y h%M
r+Jamk rl
Par ailleurs

Q{u

Qi(uv) = Q' (wv)+ D ha = Q"(u,v) = Plu,v).

r+Zais=1
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De plus les Q7 sont nulles sur les constantes du fait que les @7, (r > 1) le sont (car #,
est un #, -produit faible de Vey). Il suit done que pour que *,, soit un *,-produit de Vey
il faut et il suffit que hy,ok.z = 1, ainsi A, est définie de manitre unique, ce qui achéve
la preuve.
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