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SUR UN THEOREME DE NUSSBAUM

ABDELKADER EL KOUTRI

1 Introduction

Soit A un opérateur linéaire symmétrique dans un espace de Hilbert H de domaine D(A).
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Un « de H est dit vecteur C* pour Asiz € (] D(4") = C*(A). Un élément = € C™(4)
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est appelé:
1. vecteur analytique si:
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> 14"zl < oo pour un certain t > 0;
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2. wvecteur semi-analytigue si:
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||A™z|| < oo pour un certain t > 0;

3. vecteur quasi-analyfique si:
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4. wvecteur de Stieltjes si:
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La notion des vecteurs analytiques a été introduite par E. Nelson [3] en 1959. Elle est
lite a I'état auto—adjoint de I'opérateur A. Plus exactement, 4 est esentiellement auto-
adjoint si et seulement si ’ensemble de ses vecteurs analytiques est dense dans H ([3]).
A.E. Nussbaum [4] a généralisé ce théoréme de Nelson via I'introduction des vecteurs quasi-
analytiques (la densité des vecteurs analytiques est remplacée par la totalité des vecteurs
quasi-analytiques). Nussbaum [5] a généralisé son propre théoréme en introduisant la notion
de vecteurs de Stieltjes. Dans ce papier nous donnons une nouvelle démonstration de ce
théoréme de Nussbaum. L'énoncé exact de ce théoréme sera donné dans le paragraphe 2.
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2 Nouvelle démonstration du théoréme

Nous allons maintenant demner une nouvelle démonstration du théoréme de Nussbaum 5]
suivant:

Théoreme 2.1 (Nussbaum). [5] Soit A un opérateur symétrique, semi—borné et fermé
dans un espace de Hilbert H. Alors A est auto-adjoint si et seulement si Vs(A) est total
dans H.

DEMOSNTRATION: D’'abord si A est auto-adjoint, ’ensemble Via(A) est total dans H. donc
Vg(A4) l'est & fortiori. Pour la réciproque, supposons que Vs(A) soit total dans H. Sans
restreindre la généralité nous pouvons supposer que {Az,z) > (z,z), pour tout z € D(A),
car si (Az,r) > e{z,z), on prend & la place de A 'opérateur B — A — (c — 1)I. De plus, B
a les mémes vecteurs de Stieltjes que A.

Soit A; lextension de Friedrichs de A (on peut voir & ce sujet [7]). L'opérateur A; est
auto-adjoint. 51 A n'est pas auto-adjoint, il existe alors une autre extension auto-adjointe
Aa, Az # A; et telle que: {Agz, 2} = co{x, z}, 2 € (0,1), pour tout € D(A3).

Soit .E] =l21.|r- A] et Bz =I'22:".l‘12-

Les opérateurs B; et B; sont alors auto-adjoints et négatifs. Ils sont donc générateurs
infinitésimaux de semi-groupe contractifs analytiques U7, et V, dans le demi-plan Rez > 0
respectivement. Soit maintenant £ € Vg(A) et soit f(z) définie par:

f(z) = ({U,z - Voz,y}, y € H.

La fonction f(z) est analytique dans le demi-plan Rez>0, et vérifie f/™)(0)=0, pour tout n.
De plus, pour tout z dans le demi-plan Rez > 0, on a: f("(z) = (U.(ea] — A)"z = V. (el =
A)*z, y). Par suite:

sugu L (2)| < k||(ea] — A)"z||, k = constante.

L4

La fonction f(z) est donc identiquement nulle d’aprés un théoréme de Korenbljum [1], car
z € Vg(eol — A) = Vg(A). 1l en résulte que U.z = 1.z, comme ceci est vrai pour tout
r € Ve(A) et que Vg(A) est total dans H, U, = V., et par suite By = By. Mais B, = B;
implique que A; = A;. Ceci est une contradiction avec 4; # A;. L'opérateur A est donc
_autc-adjoint. Le cas de A tel que (Az,z) < (r,z) se fait d’'une maniére analogue. O
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