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SUR LA SURJEETIUITE DES APPLICATIONS
MULTIVALENTES DIFFEREMTIABLES

G. Isac

§1. Les applications multivalentes sont utilisfes dans les problémes de control
optimal [5], [7], [11], [12], [24] dans la théorie des &quations i cotingent [11],
[12], dans 1'économie mathématique [13] et récemment dans 1'étude de la stabilité
des équations fonetiomnelles et des algorithmes numériques [19], [21-23].

Par les recherches actuelles sont mis en évidence plusieurs classes remarqua-
bles d'applications multivalentes [9], [21-23] et ont é&té démontrés quelques théo-
remes de aurjectivité [19], [21-23].

Les theécreémes de surjectivité pour les applications multivalentes sont utilisés
dans les théorémes d'existence pour les inclusions différemtisbles, dans 1'étude de
la stabilité, dans 1'étude de la dynamique des systémes économiques [13] et dans les
problemes d'optimisatien,

Hous sommes intéressés par 1'értude de la surjectivité des applications multiva-
lentes, notamment en présence de la différentiabilité,

Récemment ont &te definia plusieurs concepts de différentiabilite pour les ap-
plications multivalentes [1], [3], [51, [&], [&], [14], [18].

Hous présentons dans cette note un thécreme de surjectivité pour les applica-
tions multivalente utilisant la différentiabilité au sens de DeBlasi,

Le résultat obtenu est en méme temps une généralisation de 1'alternative de

Fredholm et une généralisation du théoréme de 1'application ouverte de Banach,

52, Premierement nous précisons les notions et les notations qui seront utilisées,
Les notions de base sur les applications multivalentes sont ceux qui se trou-
vent dans l'ouvrage [2],

Soit E un espace de Banach, xb EE et r = 03
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si: S{xa,r} =[x € Ellxo -xl <},
E(‘KD,I) = {x € E[l-x_ﬂ - =l =},
nous posons, S = 5(0,1) et g = E{n,l},
Hotations
Eb{E} = la famille des ensenbles bhornés, non-vides de 1'espace E,

Epe ¢

Ebfc{E} = la famille des ensembles bornés, non-vides, fermés et convexes de 1'espace

E) = la famille des ensembles bornés, non-vides et fermés de 1'espace E,

E.
§i A CE nous notons par A 1'enveloppe fermés de A,

Nous considérons la fonetion: d: Eb(E} *® Eb(E} —+R défindie par:
d(A,B) = inf {r > 0JAC B+ S & B C A + 15}

et nmous pouvens vérifier les propriétés suivantes,

1*) (VA,B € E (E)[((A,B) 2 0) & (d(4,A) = 0)].
2) (vA,B € E, (E)) (4(4,B) = d(B,A))
3%} (VA,B,C € E, (E)) (d(A4,B) < d(A,C) + d(C,B)).

ILa restriction de la fonction d a 1'ensemble Ehf{E) s"appelle la métrique

de Hausdorff et nous posons: d . Mous appelons la fonction d 1'écart de

B g (B
Hausdorff,
Pour la métrique de Hausdorff nous avons aussi la propriété suivante:
£)  (WABEE (D))EM,B) =0 = A=E
Mous remarquons que la propriété 4 ) n'est pas vraie sur 1'ensemble Eb(E).
Les prupriétés suivantes sont utilisdes dans le développement du calcul dif-

ferentiel de DeBlasi.

€ E ;
1AM, B, By b(E} alers nous avoens
5) (vi € R _)(d(a4,2B) = Ad(A,B))
ﬁb
) d(A + B, &) + B)) < d(A,4)) + d(B,B,)).

5i A, BE Ebfcfﬁ} et 0 E Eb(F} alors nous avons:

7 d(A + C, B+ C) = d(a,B).
Pour prouver la propriété 7"} on utilise le résultat suivant démontré par RAd-
strém [20]: S1i A,B,C ©E, B éEtant convexe et fermé, C borné, alors la relation

A+ CCB+C implique, A C B,
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Soit maintenant E, F deux espaces de Banach et U C E un ensemble ouvert
non-vide.

Wous disons que 1'application multivalente £: U + F est supérieurement semi-
continue en X E U =i et seulement si pour chaque voisinage V de f{xo} 11
existe un veisinage W de X tel que £(W) C V.

8i f: U =+ Eb(F}, nous utilisons pour la semi-continuité supérieure la carac-
térisation suivante,

L'application £ est sup. semi-continue en X, E U si et seunlement si, pour
tout e > 0 il existe 8> 0 tel que: f{xn +x) € f(xD) + &5 quel que soit x
tel gque Izl < Gg.

Ausei dans ce cas f:U0 = EE(F} est continue en X, E T =i et seulement si,
(Ve = U)(HGE > 0) (vx, el < GE}[(f(xo +x) © f{xo} + €8) & {f(xu} C f{xIJ + x) + e8)].

3. I1 existe présentement plusieurs concepts de différentiabilité pour les appli-
cations multivalentes [1], [5], [6], [9], [14], [18], [24] mais parmi ces concepts,
la différentiabilité de De Blasi est le concept le plus riche en propriétés et le
plus simple comme manipulation.

Le concept de différentiabilité au sens de Banks et Jacobs utilise une construc-
tion abstraite difficile & manipuler,

La différentiabilité au sens de Gautier est un concept intéressant mais la dif-
férentielle dans ce sens n'est pas positivement homog®ne, propriété qui est impor-
tante pour le résultat que nous présentons. [nous observons aussi que la positivité
homogéne est importante quand la dérivée directionnelle est utilisée en mécanique
ou en optimisatiom].

So0it E et F deux espaces de Banach et f: E = Eb(F}_ Hous disons que £
est positivement homopEne si: (ya € IR+}{Hx £ E)}(f(ax)= Af(x)). HNous posons:

dom £ = {xe E|[f(x) # 4},

graph f = {(x,¥) € Ex F|y € £(x)}

Wous disons que 1l'application f est convexe ai:

{¥xl.x2 € dom f)(vh € [0,1]}(f(1x1 + (1 - A}xz) o lexl} + (1 = A}f(le].

Hous cbservons aussi que £ est convexe si et seulement si, graph f est con-
vexe dans 1l'espace E x F.

Mous disons que f est fermée si et seulement si, graph £ est un ensemhle
fermé dans 1l'espace E x F.

Soit U C E un ensemble ocuvert,



144 SUR LA SURJECTIVITE DES APPLICATIONS MULTIVALENTES DIFFERENTIABLES

Definition [De Blasi](5).

NWous disons que 1l'application f: U + Eh{F) est différentiable en x €U
5"11 existe une application Fn[xu]: E+ Ebfc{F) qui est sup, semi-continue, posi=-
tivement homogdne et telle que: (2§ = 0)(¥x,lx] < &) (d(f(x +x), Elx ) + pD[xo]
(x)) = O(x)) otz O(x) est une fonction positive telle que:

00 _

I i

1im
®x+0

L'application ﬂﬂ[xo] s'appelle la différentielle (au sens de De Blasi) de
1'application f en x € U.

Un concept plus particulier de différentielle a £té défini par Martelli et
Vignoli.

Spit U € E un ensemble ouvert et KD{F} la famille des ensembles compacts et

convexes de 1'espace F,

Definition [Martelli - Vigneli] [14].

Hous disons que l'application £: U + KD(FJ est différentiable en x € U
5'1l existe une application ﬂﬁv[xnk E + KU{F} qui est sup. semi-continue, posi-
tivement homogene et telle gque:

f(xa +x) = ffxn} + ﬂHV[xD](x} + R{x)oh:

1im Rix}| _
=0 I=l

0 & |R@)| = sup {Iyl]y € R(x)}

51 la différentielle de De Blasi existe alors elle est unique,

8i f est différentiable au sens de Martelll - Vignoli alors f est différen-
tiable au sens de De Blasi et les deux différentielles coincident.

11 existe des applications gui sont différentiables au sens de De Blasl mais
qui ne sont pas différentiables au sens de Martelli-Vignoli [5].

La différentielle de De Blasi a des propriétés remarquables [5].

§4, Soit E un espace de Banach et A C E un ensemble fermé. §i L £ EMVA
alors on sait que la distance p{yo,ﬂ} = inf ly_ = %l wérifie 1a relation:
xen

ply,,A) = 0.

Mous disons que la distance de . 4 A s'atteint en z £ A si, p(yﬂ.Aj =

o

Uyu - zul.

On sait que si Fre et A sont arbitrairement choisis dans un espace de Banach
quelconque alors la distance de y_ i A ne s'atteint pas toujours, Si 1'espace

E est un espace de Banach uniformément convexe alors le théoréme d'Edelstein
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affirme que si A C E est un ensemble fermé alors 1'ensemble des points qui ont la
proprifté que la distance & A s'attelnt est dense dans 1'espace E.
¥ous utilisons le résultat suivant qui, d'un certain point de wvue, est plus

puissant que le résultat d'Edelstedin,

Theondme [Zabuedho-Krasnosefskil], *)

8i (E, ! 1) est un espace de Banach, A CE un sous-ensemble feame et
x € Efa alons il existe une norme equivafente | Iy 4wt E telle que fa distance
de x_ i A esf atteinte [mals pas plus qu'en deux pointsl. [/

81 E et F sont deux espaces de Banach et f£:E + F une application multi-

valente alors nous disons que f est localement surjective si et seulement =i,

elle applique chagque ensemble ouvert contenu dans int, dom, f gur un ensemble
ouvert.

Le résultat principal de cette note est le théoréme suivant.

Theontme
S0it E,F deux espaces de Banach et £:E + Eh(F} une application mufiivalente
diffénentiable au sens de De Blasi, S8i:
1°y Im £ st fermée dans £'espace F,
2°) pour chague x € E, ﬁm- F, alors:
L) poun fout vy € F £ existe x* € E fef que v € £(u*)
4d) 44 en pPus £ est convexe afons elfe est Localement sutfective,

Démonstraticon

i) Wous observons que la définitrion de la différentiabilité de De Blasi, la
construction et les propriétés de 1'écart de Hausdorff et un caleul comme
dans 1'ourage [4] nous donnent que la différentiabilité de De Blasi est in-
variante au changement des normes (€quivalentes),
Soit f(E) = Im f =xgﬁffx3; par hypothese f(E) est fermé dans 1'espace F.
Nous supposons qu'il existe %EFtﬂqm %¢fm.
Le théoréme de Zabreiko-Krasnoselskii implique qu'il existe une norme &qui-

valente | "* sur 1'espace F et il existe X € E tel que, 11 existe un

-

Elément ¥y E f{xnj ayant la propriété que la distance de y, @ £(E)
est atteinte en y,, Soir:

%) Notes de séminaire [Séminaire Gh, Marinescu: - Analyse non-linéaire - Université
de Bucarest - 1972],
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a=ly -y, = inf By -yl =0
o yEE (E) o
Par hypothése nous savons que ﬁD[xO](E} = F, done il existe !h.n € E et
& — _ o
il existe aussi =z, € Fn[xu]fhﬂ} tels que: Iyﬁ Ya = 2.0, 27 -
Nous Temarquons maintemant que si y € F est un elémént qui vérifie la
propriété:
i1
(91): Iy -y, —ezgl, <€ 5 oui e €]o, 1
alors nous avons la relation suivante:
(8,): Iy - ygl* < .
En effet,
Iy - yol* sy -y, —ezgl + ﬂyo ~ ¥y = ozl =
a
ceg¥d- ¢}"y° - Wals ¥ Euyn i P L
Donc si 1'€lément v € F wérifie la relation (Elj alors la relation
(8,) implique que y & £(E).
Wous obtenons ainsi que s1 e €] 0, 1[ alors quel que soit
¥y £ f(xn =fe Ehu} Nous AVONs:
o
@z Iy -y, —ezl 25,
Puisque la differentielle de De Blasi est positivement homogéne, nous avons
que ez, € ﬂD[xD]{aha} gtant donné que z, € ﬂD[xD](hﬂ}. Comme
vy E f(xo + Ehb}‘ ¥, € f[xu}, ez, € ﬂb[xo](Ehn) et comme:
d(f(xu + Ehb}’ f{ko} + ﬂh[xﬁ]{zhn) = max {sup inf d(x,¥), sup inf d(vy,x)}
XEEI FERE yEﬂz xEﬂl
ou: ﬂl = ftxo + EhD). ﬂ2 = ffxﬂ} + ﬂn[xu]{ehg}, nous obtenons la relation
suivante utilisant aussi la relatiom (83}
- =
{B&} (7e€]0, lf}fd{f(xﬂ + ehﬂ}, f(ku} + pDIXOT(Ehn}} L
relarion (Ha) est en contradiction avec la relationm:
df(x  + shO)..f(xa) + ﬂb[XD](Ehﬂ)} = G{Eho} ol

%}. Mais, la

ﬂ{thuj

m o =
[l

£+

La contradiction obtenue nous donne que pour teut y € F il existe

0, que nous avons par hypothése.

x* € E tel que ¥ € f{x*) ce qui prouve l'affirmation i),

Nous supposons en plus que £ est convexe. Puisque £ est différentiable
au sens de De Blasi le théoréme 3.3 de 1'ouvrage [5] implique gque le graph
f est fermé, Comme nous avons prouve que £ est surjective et F  est um

espace de Banach nous avons que f£(E) est un ensemble de la deuxiime
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classe de Baire.

Adnsi le théorgdme 1 de 1'ouvrage [19] nous donne que pour chaque x € Int
dom f et pour chague voisinage ouvert U de x tel que U C dom f
nous avons:

(8.): £(x) N Int £(U) # 0

pour prouver la surjectivité locale de £ il est suffisant de prouver la
relation suivante:

(EG); f(x) C Int £ () pour tout x € Int dom £.

De la relation {ES] il résulte gqu'il exite v, € f(x) N Int £(U) si =x
est arbitrairement choisi dans 1'ensemble Int dom f. Si £(x) a un seul
glément &videmment nous avens la relation (Eﬁ). Nous supposons que nous
ne sommes pas dans ce cas., Done il exite =z € £(x) tel que =z + ¥oe

Soit w= Az + {1-.1.)];0 o A o= 1.

Puisque f est surjective il existe % £ E tel que w€ f{xlﬁ. Pour y
suffisamment petit nous avons, =x* = uxl+ {1 -p) x ET1, a ) B
Comme f est convexe nous avons: uf(xl} + (1 — p)f(x) C £(x*x) C £(U)
d'oll nous obtenons: W, = e+ (1 - ) z € £(U).

Mous pouvons suppeser p * 0 et alors les expressions de w et w

2]
et le fait que A * 0 nous donnent:

1 uld - 1)
SR YT T " ww+1l-p To

uih - 13
A+l =np
EE€ ]0, 1[ tel que: =z = (1 - E) w, + &y . Mais alors puisque y_ € Int

E{U) et v, € £(U) il résulte qu'il faut aveir 2z € Intf (U) et le
théoréme est démontré. [/

5i nous posons: £= nous pouvons affirmer qu'il existe

Corollaire

Soit E, F deux espace de Banach et £:E + KD(F} une application différen-
tiable au sens de Martelli-Vignoli. 85i:

1*)  Im

f est fermée dans 1'espace T,

*) pour chaque x € E,ﬂﬁv[xu](E] = F, alors:

i)
1)

Remarque

f est surjective

21 en plus f est convexe alors elle est localement surjective, [/

Dans le cas du corollaire nous utilisons la métrique de Hausdorff dH.

Hous ohservons que du théoréme précédent il résulte qu'une étude sur la différ-
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entiabilité au sens de De Blasi pour les applications multivalentes convexes, est
important.

Le thforzme reste vraie si la différentiabilité au sens de De Elasi est rem-
placée par la propriété que pour tout {xu’?ﬁ} EExF tel que y_ = f{xo} i1
existe une dérivée inférieure u{xn,ya} E [(E,F) au sens de Methlouthi [18] passant
par fxﬂ,yu) et que u{xﬂ.yo} a 1'image dense dans l'espace F,

Nous ne savons pas s'il existe un théorime similaire dans le cas de la G-dif-
férentiabilité définie par Miried [15] ou dans le cas de la prédifférentielle au
gens Toffe [9] ou dans le cas de l'existence d'un approximant d'ordre un au sens de

Toffe [10].
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