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EXISTENCE D’UNE SOLUTION PRESQUE-PERIODIQUE
D’UNE EQUATION INTEGRALE A RETARD
DANS UN ESPACE DE HILBERT

K. Ezzinbi et E. Ait Dads

Abstract: In the recent paper [3-a], Fink and Gatica gave some sufficient

conditions for the existence of positive almost periodic solutions for the

t

integral equation a:(t):/ f(s,z(s))ds. In another paper, we have given some
t—1

sufficient conditions and modified the paper [3-a]. In this paper we extend

the results to the case when f is defined on RxH, where H is a real Hilbert

space.

Résumé: Dans [3-a] Fink et Gatica, ont donné des conditions suffisantes

d’existence d’une solution presque-périodique de 1’équation: z(t) =
t

‘/ f(s,z(s))ds. Dans un premier papier, nous avons donné des conditions
t—-1

suffisantes et avons fait une amelioration du dit papier. Dans ce papier, nous

étendons ces résultats au cas ou f est définie sur RxH avec H un, espace de

Hilbert réel.

1. Introduction
Dans ce travail, nous considérons 1’équation intégrale a retard de type
i
st)= [ fs,2(s)ds (1)
t—1

oiu f est une fonction sur RxH et a valeurs dans H, avec H un espace de
Hilbert réel, et r est une constante positive, appelée retard. Notons que dans
le cas scalaire, cette équation a été l’object de plusieurs travaux, dont nous
citons certaines références, a savoir Busenberg [1], Cooke [2], Nussbaum, [4]
et Fink [3,a]. Nous commencons notre étude par 1’éxistence de solutions qui
sont contenues dans un convexe compact; puis nous montrons dans une deuxiéme
partie que parmi celles-ci il existe une solution qui est de norme minimale.
Dans la derniere partie, nous montrons que la solution de norme minimale est

presque-périodique.
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Définition 1: Une solution de (1) est dite K-compacte, si elle est contenue

dans le convexe compact K.
Notation: z,CK. i.e., VtER. =z4(t)EK.

Lemma 1: On suppose que: f€C(RxH,H) et pour tout compact K de H, f(RxK)
est ‘relativement compact. Si (1) admet une solution K-compacte, alors elle

admet une solution de norme minimale dans K.

Preuve: Soit zy(t) une solution de (1) qui est K-compacte, done z,C K, avec K
convexe compact. On pose: t
a= inf{“ z||,zC K, tyqy Vt,z(t) = / f(s,z(s))ds}
et t=r 4
anzinf{ sup lz(t) ||,z C K et Vt, J:(t):/ f(s,z(s))ds}
t] <n .,
I1 est clair que la suite (g,) est croissante, bornée, car zC K, et de plus

a=1lim_a,.
N—00

t
Par conséquent, VYn, 3z, C K avec :n(t)=/ f(s,zp(s))ds

t—r1

et

sup  llza(0)ll Sap+3
[t] <n

d’ou
Sup _|lzp(t)|l <2 sup I f(t,2) || <oo,Vn.
teR teR,zeK
Soit (z,);>, est une suite equicontinue, equibornée, on peut alors en extraire

une sous-suite (z, ) qui est convergente z, — y. Uniformément sur tour
k k

k>0

compact de R. Par le théoreme de la convergence

t
v)= [ fehuoMs  avee yC K.

t—r

Soit teR, il existe k, tel que [t| <ng pour k>ky, donc
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lzn (Ol S sup  [lzn (]| <7 an, PoUr k> ko
k t' <n k k k
="k
Par passage a la limite on a: |[y(t)] <a VteR. D’oi |yl €@, soit a=|yll,

d’ot la démonstration du lemme 1.

Lemme 2: On suppose que: feCRxH,H), et f est presque-périodique en f{,
uniformément par rapport ¢ z€ H. Si (1) admet une solution K-compacte, alors

elle admet une solution de norme minimale dans K.

Preuve: Application du lemme 1.

Par la suite H(f) designe le “hull” de f (ou ensemble limite de f).

Lemme 3: fe€C(RxH,H) est presque-périodique en t, uniformément par rapport a

z€H. Soit ge H(f). Alors: si (1) admet une solution K-compacte, 1’équation
it

y(t):/ g(s,y(s))ds admet une solution K-compacte et par suite une solution de
t—r1

norme minimale dans K.

Démonstration:

Soit g€ H(f); il existe une suite o =(a',), telle que g(t,z):lnim ft+al,z)
uniformément sur Rx K avec K compact de H (cette limite sera notée dorénavant
Ta,f. On a: ¢
z(t+a'n)=/ f(s+ah,z(s+ap))ds

t—T1
et que zC K; (z(t+a))) est equicontinue, équibornée; il existe alors une sous-
suite o de o’ tells que y(t):lnim z(t + a,) existe uniformément sur tout compact de
R qu’on note T,z. Du fait que f est uniformément continue sur RxK, on vérifie
facilement que: ¢

w0 = [ aloao)ds.
t=r

et que yCK. Comme g satisfait aux hypothéses du lemme 2, 1’équation Tga:z:t

admet une solution de norme minimale dans K avec:

t
@)= [ alsz(e)ds

t—r
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Existence d’une solution presque-périodique

On suppose que:
(Hy) f:Rx H——H est continue, presque-périodique en t, uniformément par
rapport a € H

(Hy) f est % - linéairement affine i.e. ¥(t,z,y) ERx H?,

r6EE =1 )+ i),

(H3) Vge H(f), il existe Mg)>0 tel que si =z,,z, sont deux solutions
différentes alors infR [l 2,(f)=z5(t) || 2 AMg) (condition de séparation).
te

Theorem 1: Sous les hypothéses Hy, Hy, Hj, il existe un convexe compact K, tel

que (1) admet une solution K-compacte ssi elle admet une solution presque-

périodique.
Preuve: Si (1) admet une solution presque-périodique, il existe un K compact,
tel que cette solution prend ses valeurs dans ce compact. Supposons qu’il

existe K un convexe-compact, tel que (1) admet une solution K-compacte.
D’aprés le lemme 2, il existe une solution de norme minimale qu’on note Ef

Montrons que zf est unique. Supposons qu’il existe =z;, z, telles que

lzill = Nzl = llzfll avec z;#z,.
D’aprés (H;) on a: tiéli"" [l2:(t) —z,5(t) || = p>0.

D’aprés 1’identité du parallélogramme:

[ENEEAEN _”1'1‘*"’2”2 lzi—=, 12
= +

2 4 ’
donc ,

” z'1(t) + IZ(t) ” < ” 2 pZ

—z s lzfl-7

z
Or f est % - lineairement affine on a: 112, est encore solution de (1) et de
z;+ 2z, c 4z . v i

plus 5 CK. De l’absurdité du fait que: zs est de norme minimale. Ceci

montre que zs est unique.
De méme, il y a unicité de la solution de norme minimale de toute equation

limite.
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Dans la suite on aura besoin du lemme suivant:

Lemme 4: Supposons que (1) adwet une solution K-compacte. Alors, il existe

p €N*, tel que pour tout g€ H(f) Card{z,Tgz=z et zC K} =p.

Preuve: Montrons d’abord que Vg€ H(f) Card{z,Tgz=z et s CK}< +o0. Supposons
le cas contraire, donc, il existe (In)n_>_0 avec ngn::"’n et £, CK et pour n#m,
Tn F Ty d’aprés la condition de séparation Vn,m; n#Em on a
i?f”zn(t)—zn(t) [ 2A(g) >0 (z,(t))€ K, donc elle admet une sous su.ite (:n:nk)‘7 qui
converge; donc || ::nk(t)—xmk(t) || £X(g) pour k>k, donné, d’ou 1’absurdité.
Ainsi Vg€ H(f) Card{z,Tyz=z et zC K} <
Soit g,h€ H(f); on sait qu’il existe a=(a,), telle que h=T,g uniformément sur
Rx K,, un compact quelconque de H.
Soit n, = Ca.rd{z,ng =z,zCK},

ny = Card{z,Tyz = z,z C K}.
Soient z,Z,...... Zn, les solutions de Tg1‘=.l‘ qui sont dans K; Vi#j: i,j=1..n; on
a: z;fnéfR ”ri(t)—z-j(t)[[ >0; de plus, Vi, il existe une sous suite de a qu’on note
encore par a telle que T,z;=y; uniformement sur tout compact de H, avec
yi:Thyi et y,CK.
De plus Vi#j on a yi#yj d’oi ny>n;. De méme, pour h, il existe B, telle que
g:Tﬁh et on aura n; >n,, d’ou ny =n,,.

Ce qui achéve la démonstration.

t
Remarque: Soit g€ H(f) avec T,f=g. Soit C(t):/ 9(s,¢(s))ds avec (CK.
t=r
Alors il existe une sous-suite de a qu’on note encore a telle que

(=T,z avec Tf.'z:=1: et zCK.

Montrons maintenant que zy est presque-périodique
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Soit a’:(a;,)nZO, il existe a sous-suite de o telle que T, f=g avec g€ H(f) et
que Tagfzy avec y:Tgy.

Soit ¢ solution de Tg(=C avec (C K. D’aprés la remarque précédente, il existe
z, telle que Tf::=;r et tCK et qu’il existe une sous-suite de a qu’on note «
telle que C:Tg:.

On a sup [z (1)l = sup [[z()].
teR teR

Soit e>0, il existe m>0 tel que

sup |z (t+an)ll < sup  lla(t+ap)|| +e,

teR It <m
donc

llz ft+an)ll € sup [zt +ay)]l +e.

It) <m
De plus on a: Tor=(, uniformément sur tout cojmpact de R, d’ou
sup  la(t+an)ll —= sup D]
Il €m

It <m

Donc [ly(®)|| < sup  [{(B)| +e < [ICI +e.
el <m
Ceci pour tout t et tout ¢>0, d’ou [[y]l £ |I¢]l, et ceci pour tout { avec Ty

=( et (CK, d’ou Y=z, donc Taifngaf'

Soient o et B’ deux suites réelles quelconques. D’aprés ce qui précéde, il
. . ’ /., _

existe deux sous-suites aCa' et gC3": Ta+B£f_£Ta+

f étant presque-périodique en t, uniformément par rapport a4 z, il existe deux

sous suites de a et B qu’on note encore a et [ telles que Ta+gf=TaTﬁf donc

Ta+ﬁ £f=£TaTﬂf'

De meme, il existe deux sous-suites encore notées a et [ telles que

= TaTﬁf = TO‘T5£ f:

En resumé: Pour deux suites o et (B’ quelconques, il existe deux sous-suites
trai — i %
extraites a et [ telles que Ta+ﬁ Zy TaTﬁ zy, avec une convergence simple

D’apres le théoréme de Bochner z g est. p.p.
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Corollaire 1: mod (gf)gmod(f).

Soit o' telle que T,,f=f. Il existe une sous-suite telle que

Tozg=z;
D’aprés (Fink [3b, page 61] on a mod (gf)gmod(f).
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