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LES ALGEBRES BORNOLOGIQUES STELLAIRES

M.Akkar , A.Beddad ,M.Oudadess

I . INTRODUCTION

G.R. Aflan, H.G. Dales et J.P. Mc CLure ont introdudit
dans ([2]), 2es pseudo-Banach afgebras ramenant -dans £'op-
tique de E.H. Aanofd (/3]), L.Wwaelbroeck ([16]) et J.S. e
Sikva ([147)- a La notion de boané £'étude spectrale d'une
Lange classe d'algébres que L'on nencontre Asouvent en ana-
Lyse fonctionnefle. M, Akkar ([1]) et H. Hogbe-NLend ([Y),
neprennent f'étude de cette notion sous L'appelflation al-
gébres bornologiques multiplicativement convexes la.b.m.c).
Le deandien auteur nreconnait paami cefles-ci La sous-classe
des algébres boanofogiques stellaines la.b.s)([9). 1L a
regardé £es a.b.s complites comme elles sont défindies, c'est-
i-dire comme £imite inductive boanologique de C*-algibres.
Les zechniques utilisées sont Les mémes pour Les a.b.m.c in-
volutives et Les nésultats paraissent souvent inachevés , vu

La. trés grande nichesse des Qx-algébﬂeA

Nous munissons Les a.b.s complétes d'une noame d'algébre
stellaine. Cette noarme n'est pas toufourns compléte et peamet
de traiter aisément de toutes Les questions classiques sun

ces afgebres. Nous regardons sa complétude et traitons des
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théonimes du type Gelfand-Naimark. Nous obtenons que toute a.

b.s. compléte, commutative et unitaire 4'injecte bornologiquement

dans une algebre CI(K) de fonctions continues sur un compact
K. Si £a noame d'a.b.s est compléte, elle est afgébriquement
une alfgébre C(K) ; et s4i en plus elle est & réseau alors c'est

une ¢*-algébre (théoréme 1)

Nous donnons des exemples d'a.b.s complétes dont La nox-
me d'a.b.s n'est pas compléte et consdtrudsons un exemple od
cefle-ci est complite. Ce deandien exemple permet de voin qu'on
n'a pas unicité de structure d'a.b.s compléte dans une algéb-
re commutative., T2 montre aussd qu'il existe des morphismes
d'a.b.4 non bornés ce qui n'edt pas Le cas poun Les €*-al-
gébres. Enfin, c'est un exemple d'une algébre boanologique

complite non a réseau.

Nous amélionons Le caleul §onctionnel construit dans ([97)
par H. Hogbe-Nfend poun C(K) L'algébre des genmes de fonctions
continues au vodsinage du spectre K de x, en L'étendant da fa

¢*-algébre ClK) des fonctions continues sun K.

En section VIT, nous regandons Les moaphismes d'a.b.s et
obtenons que tout morphisme d'une a.b.s compléte dans une aut-
re est non expansif pour fLes normes d'a.b.s , 84 Le moraphisme
edt de plus 4injectif, alors c'est une Lsométaie (théoreéme 3),
Cunieusement un morphisme d'a.b.s n'est pas forcément borné

lau sens boanologique) comme nous £'avons déja signalé.
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Engin en section VITI, nous nous intéressons au probléme
de fa compl&tion hoanofogique des a.b.s. Nous montrons que,
dans cette classe qud a pountant de trés bonnes propaiétés, La
complition n'est pas toufours possibfe ; nous donnons une ca-

nactirisation de cefles qui dont complétablfes (Proposition §).

IT - PRELIMINAIRES : (Algébres bornologiques)

1- Sodt E une algébre (associative) sur K (K=R ou C). Une
boanologie vectonielle sun £'espace vectordiel E est dite une
bornofogie d'algébre 84 fLa multiplication (x,y)——xy de

ExE dansa E e¢st bonnte.

Z- Un systéme inductif d'afgébres bornologiques |resp. uni-

Taines) est un Aystéme inductif (E,,w..) d'algéibres (resp.

PR P
unditaines) indexé pan un ensemble {ilirant a droite tel que
fes £, sodient des algébres bornolfogiques (resp. unitaines) ez
Les Tig des monphismes d'afgébres bornofogiques |resp. unitai-

nes) .,

5- Les algebres bornologiques multiplicativement convexes
{a.b.m.c) : Nous introduisons Les a.b.m.c par un théonré-

me de staucture ([9)), Poun Les définitions se reponter aussi

a ([9).

Une a.b.m.c (resp. sépanée, nesp. compléte) est une Li-
mite inductive bornofogique d'algébres semi-normées (resp.

noamées, nresp. de Banach ).

4 - Les afglbres boanofogiques stellaires la.b.s)
Une afgébre involutive d'involution z est dite semd-

normée stellaine A{ elfe est mundie d'une semi-norme d'algébre

p virdifiant p(xxxl = (plx))?2 , pour zout x
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Une a.b.s (resp. séparée, resp. compléte) est une Limite
4inductive bornolLogique d'algébres semi-noamées stellaines (resp.

noxmées Atellaines, resp. de C*-algébres).

Nous ne considérons que des algebres unitaires vu qu'on

neu? Zoujouns se nramenen a ce cas par adjonciion boanofogique

d'une unite ([97).

Poun fLes nésultats fondamentaux sunr fa boanofogie et Les al-

gébres bornologiques, se nepoaten a (/&) et ([9]).

ITI - PROPRIETES FONDAMENTALES DES a.b.s

Nous nésumons 2es propriités fondamentales des a.b.s dans La:

Preposition ! : So4t E = Lim \E, ) une a.b.s compléte. Alors
—

{'6_{':4:

al Les 6ji sont des {soméindies L.c ||x||; =|}x]||; pour {g§ ;
= J

b] Pour tout x dans E, Spx = Spix pour tout Le1lx) ; od

Tlx) = {4 : x eEi)] (Tnvandance du Spectre) ;

c) E peut &tne munie d'une noame d'afgebre tefle que ||xx*|| = ||x|]?

peur tout x dand E (c2tt2 noime tenz dite La noame d'a.b.s de EJ.

Preuve : al les 5ji dort des infections canoniques donc des mon-

phismes injectifs d'algébres. D'apnes La proposition 1.37, page 7

et La proposition 1.8.1., page 16 de [5] ce sont des iscmétries.

L) Eu temant compte de a), E, ¢4t une sous<C ~algibre

{
de Fj peun £ <4, et done en est une sous-alglbre pleine (/57 ,

N
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proposition en page ). 1L s'en sudt que Sppx = Spjz, pour tout
(4,§)ellx) x1(x). Mais £'on sadil gque pour une a.b.m.z uniZaire
et compléte, on a ([97 , Lemme IT.2.7) Spx = [ Sp; x pour
{ellx)
tout x
¢} Grdce a a), on définit une noame sur E en posant

x|l = |[x]l; , pour £eTlx). Cette noame remplit toutes fes condd-

tions nequdised.

Comme condéquences immédiates, nous avons

1 - S& x est un éLément noamal |i.e xx* = x*x) de E on a
plx) = p lx) = x|, =|[x|| , pour tout iellx), od plx) désigne
Ze nrayon spectral de x (plx]) = Sup |a}).

A ESpx
2 - Toute a.b.s ccmpléte commutative E est semi-simpfle. En effet

Rad E = {x : plx) =0 }= {x : ||x|| =0} = {0} .
Nous obtenons maintenant La propaiité de peamanence du Specitre.

Proposition 2 : Sodif E une a.b.s compléte unitaire et F uve soud-
a.b.s unditaire compléte. Alons

Sgx = Sppx , pour foul x dans F .

Preuve : On a F = Lim F, | o4 EL = Fr)5£ . Fi est une sous €*-

— 4

algébre de E; . Donc

Sppx = Spg x = Spp x , pour tout i e Ilx).
Z i

IV - COMPLETUDE DE LA WORME D'a.b.s

Une a.b.s compléte n'est pas, en génénal, compléle pour 4a

noame d'a.t.s comme nous affons fe vodixr.
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Donnons d'aboad quefques résultats sur £24 a.b.m.c .

Proposition 3 : Sodent E = Lim Ei une a.b.m.c complite commu<
{i{€1
tative, semi-simple ¢t a késcau ; et || || une noame d'afgébre sun E.

Alors Les assentions suivantes sont équivalentes
1/ La noame || || eAt compléte

2/ La bornofogie p de E est identique a celle définie par £a noame

{i.e g = gll.

3/ T2 exdiste {, € 1 tel que E = €, afgébriquement et boanofcgiquement
0

et || || esat équivalente a ||

I,

Preuve : [1/==52/ . S{ fa norxme || || est complite, el est une
bornoloyie d'a.b.m.c complite et a aéseau. D'apaés ([97 , conollai-

ne 1, page 25), on a : B = BII II*

2/=—3/ .Si 8B = B” K alors La boule unité Ede || ||

est un boané de B , et donec il existe L,e 1 Zel que B est contenu

dans E. et y est boané. Mais afors E = \J 2B cE, . Donec E = E. .
49 A>0 4o 4Ly
EL comme E . g . . D'oa .. 0
e EE R lae MBS A BRI 114
B” Il C R par définition de La boanofogie g. Donc B=B” ||= B” . *
' L Lo

D'oau fe nésultat.

3/ —> 1/ Evdidente, puisque les || sont compléites

I,

Corollaire 1 : Sodt E = Ldm ﬁé use a.b.m.c complife commuzative,
icl

demi-simpfe et a néseau tefle que E; & E pour tout Lel. Alors

E n'admet aucune norme d'afgébre complite.

Corollaire 2 : S04t E une a.b.m.c compléfe commutative et a ré-
seau. S{ E est i{somonphe algébriquement a une algébre C!K), alors

E est une algébre de Banachk .
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Preuve : E &tant {somorphe algébriquement & ClK), elle est semi-
ddimple et admet une noame d'afgébre compléite (cefle de La convexr-

ence unigoame sux Ki. D'old 2e nisultat pai La vroposdition 3.
9 p

Dars Le cas des a.b.s , nous avons

Corollaire 3 : So4t E = Eiﬂ Ei une a.b.s compféte commutative et
<€1

d néseau. Alors Les conditions suivantes sont éguivalentes

i°/ La noame d'a.b.s || || est compléite.

2°/ La bornofogie de E coincide avec celle de La noame.

3°/ T8 exdste {,€1 Zel qua E = E, et ||x]|! = || xll; powr zout x .

0
Preuve : Par fa proposiiion 3 et fe fait que E est semi-sdimple.
Remarque 1 : Sodt E = Eiﬂ En une a.b.s compléte non nécessaixre-

ment commutative telle que E, & E pour Zout u. En utilisant fe thé-

onéme A page 16 de ([7]), on montre que La noame d'a.b.s n'est pas

compléte.

V - THEOREMESDU TYPE GELFAND-NAIMARK

Dans cette dection, nous dégageons fe fien entre fes a.b.s
complites et fes algébres de fonctions. Nous améliorons Le théonré-

me du type Gelfand-Naimark donné dans ([97) .

Proposition 4 : Toute a.b.s commutative unitaire et compléte (E,g)
s'injecte bornolfogiquement dans une algébae ClK) de fonctions con-

tinues sur un compactK .
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Preuve : Sodent || || £a noxme d'a.b.s de E et g {£'espace compact

de ses carcaténes non nufs. La transfoamation de Geldard g est une

isométnie de (E,|| ||) dansa (CIK),|| | ). En effed : pour tout x de
E on a :
alx)|| = Sup [glx){x)] = Sup [X(x)] = plx) = |jx]| .
! = X € KI ' X €K
Comme g cBIlII' on a que g est une infection boanée de |E,g)
dans (CIK), || ) -
Proposition 5 : Soit E ure a.b.s commutative unditaiie et compfé-

te. Afors : La translonwmation de Gelfand g de E dans CIK) est sua-

jective 44, et seulement 44, La noame d'a.b.s de E est complite.

Preuve : On a pour tout x de E : || glx)|_ = ||x|l. S& g est sunjecti-
ve aforns (E, || ||} et (CIK), || HJ dont lsoiétidquement {somonphes.
D'ou || || est compléte. Réciproquement, 54 la norme [| || et complé-

te, pan L'égatitt || glx]|| = ||x|| pour Zout x, on a glE) qui est
fermée dans (CIK), || I). 0n glE) contient fed constantes (puisque

E est unitaine), sépare lLes points sur K et est stabfe par conjugai-
s0n can toul caracténe de E eat heamitien. Par Le théoreme de Stone-

Weierstrass on a glE) = C(K)

Proposition 6 : Sodit E une a.b.s complite commutative unditairec et
dont fa norme d'a.b.s est compléte. Alors E esi 4 néseau 44, et
seufement 54, elle est i{somonphe algébriquement et bornologiquement

a ClK), oa K est £'espace des caracténes non nuls de E.

Preave : La condition suffisante est évidente pudisque C(K) est a

néseau. Montrons La condition nicéssaire : Comme La noame d'a.b.s
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est complétze, E est {somonrphe algébriquement a CI(K) par La proposi-
tion 5. Et comme E est d aZseau, on montxe, comme dans Le corollfai-

2e 2, que E est une C*-afgébre. On conclut alonrs par Le théoréme

de Gelfand-Naimanrk .
Donnons maintenant un théonéme du type Gelfand<Naimaxrk.

Théoreéme ! : Sodit E une a.b.4 compllite commutative unitaire et
dont fa norme d'a.b.ds est complite. Alors

1°/ E cat algébaiquement une algébre C(K| de fonctions continues
Aur un cumpact.

2°/ S4 € est de plus & néseau, alors E est une T -algébse.

VI - EXEMPLES ET APPLICATIONS

1°/ Poun tout neN®, s0it ¢" muni des Lois de compositions
habituefles qui 2n font une algébre, de fa noame Sup et de £'involu-
tian lx,,xz,...,xn)-———»(Il,22,....,in), c'est une €X-algébre. On
identifie ¢" al'ensemble €% des suites complexes, nulfes d partin
du rang lin+1), alors E = %Ja? munie de fa boanologie Limite induc-
tive des c‘-azgébaea e est une a.b.s compléte. [LLe n'est pas
compléte pour sa noame d'a.b.4. En fait, d'aprés Le corollaine 1,
E n'admet aucune noame d'algibre compléte pudisque E est 4 réseau

car elle est compléte et a base dénombrable de boanologie ![97 ).

2°/ Sodent X un espace focalement compact, non compact métri-

Aable et dénombrable a L'infdind {.e X = l\_JKn ol (Kn)n est une
nso

dudte de compacts de X véaifiant K, S Kppp » pour tout ny0, K(X)
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L'algébre des gonctions complexes coniinues et d support compact
et K(X,K | £a sous- algebre de K(X) des fonctions a support contenu
dans Kn. Munie de £a noame Sup et de £'invofution 6__—»? est une -

afgébnre.

Pour mg n, désdignons paxr 6n W L'injection canonique de
14

KX,k ) dans KIX,K ). (KIX,K ), §, ) est un systime inductif de €-

n,m
algibres et K(X) munie de fa boanologie Limite inductive des KIX,K,)
est une a.b.s complite. Comme K(X,K | G KI(X) pour tout ny0 et
K1X) est & base dénombrable de boanologie done i réseau (797 ), K(X)
n'admet aucune noame d'afgébre compléte. En particulier sa noame

d'a.b.s est non compléte.

3°/ Exemple d'une a.b.s compllte dont fa noame d'a.b.s esi

compléte.

Soit Q Le plus petit ordinal non dénombrable. On désigne pax

W= [0,0f £'ensemble des ordinaux inférieuns a q. Muni de fa topolo-

gie de f'ondre ([6]), W est un espace fLocalement compact non compact.

a) L'afgébre KW, [0,q])

Soit o un ordinal dénombrable. Notons pan K\ W ,[0,0]) L'en-
semble des fonctions complexes continues sua W et 4 supporl con-
tenu dans [0,q] ; od [0,oa] est L'ensemble des ordinaux inférieunrs
ou égaux d g, c'est un compact pour La topolfogie de K . On munit
Klw, [0,q]) des opérations usuelles de £'involution {—— § et de
ta noame ||[§]| = Sup |flg)|. ELLe devient une ¢*-atgibre.

c€ /0.a/
b) L'algébre K. )

Si on désigne par 66a L'infjection canonique de K(W ,/0,q/)
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dans KW ,/[0,8]) pour o. 2 g8, (KlW ,b/[0,a]], 6a8’ esl un Aystéme

-~

inductif de ¢*-algébres. On a algébriquement K{ W) = géﬂ Klw,[0,4) ;
od K| W) désdigne £'algébre des fonctions sur W et d suppoat compact. Munde
de La boanofogie £imite inducitive des ¢:-a£gébae4 Ktw,[0,0]) ,

K(W) est une a.b.8 compléte ; sa norme d'a.b.s est donnée pan

6]l = Sup [flal]|, 6 € Klw)
ae W

¢) Compléitude de fa norme d'a.b.s

Comme Zoute fonction continue sux [ est constante a partin
d'un ceatain ondinal ([6]). On a KLW) = Colw) o4 Clw) est £'al-
gébnre des fonctions continues surn W et nulles a L'infini. Donc

KlW) munie de sa noame d'a.b.s est exactement L'algébre de Fanach

C.lw) munie de £a noame Sup.

Remarques : 1°/ Pour tout ordinal dénombrable , K(W ,[0,0]) g Ktw).

En effet :

S0it o un ordinal dénombrable. Les ensembles [0,a+1] et
la+2,0[ sont deux feamés disfoints de @, od a+] désigne fLe aucces-
seun de o et o+? celud de o+l . Comme O est un espace noamal ([6]),
{f exdiste une fonction continue sur W prenant 1 sun [0,q+1] et nul-
Le sun (o+2,Q[. Donc § est 4 support contenu dans Le compact [0,q+1]

et non dans [0,of. D'od Ze nésultat.

2°/ K{Ww ) n'est pas a réseau, car sinon il existerait, d'ap-
nes La proposdition 3, un ordinaf dénombrable o Zel que

KLw) = ki, [0,o]).

3°/ La bornologie g de K(W) est strictement plus {4ine que

cetle de la norxme d'a.b.s || || L.¢ g $B|||| . En effez.
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Nous avons toujours g CBII e Si g = B||]| alorns KIW) senait

a néseau can || || es2 compléte.

VI - CALCUL FONCTIONNEL

Nous amélionons Le calcul construit dans ([9]) .

Théoréme 2 : Sodt E = Eﬁﬂ Ei une a.b.s compléte unitaire et x
un 6Llément noamal de E, de spectre K. Alons, il exdisie un morphis-

me d'a.b.s , unique 8 de ClK) dans E tef que glZ)=x , o4 Z est la

fonction \——x sur K. De plus || §]| =|pld) || pour Zout §eClK]),
oi ||elf§)|| est La noxme d'a.b.s4 de glfl.
Preuve : Sodt feClK). On a vu que K=Sp,x pour tout {ellx). Sodt

6; Le cafeut fonctionnel pour fLa €*-atgébre E; ([5], proposition
5 page 6§) eilg) est indépendant de L caxr Spyx = Sgix pour tout
(4,7) € TIx) xTlx) et de plus o, et 0y coincident sun Les poly-
némes en 7 et I qui sont denses dans ClSp;x) = ClSp;x). S £'on
pose olg) = o,(f) pour £ eI(xl; alorns o est Le moaphisme cherché.

ol§) sera notée f(x).

Maintenant, s4{ x €E;, ona flx) = alf) = o161, done
61 = 1160x]||; (/5], page 69). 0a parn définition de La noame d'a.
bos on a || flx)f =I§tx)|| . Drod|lg||l = || 4lx)]| .
Remarque : Sudvant une suggestion de L. Waelbrorch ([157), nous

obtenons Le théoréme 2 a partin du résultat de [9] comme Audt :
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S{ on désigne pan C, |K) L'algibre des geames de fonctions
continues au voisinage de K et nulles sur K, on montre que CIlK)

est boanofogiquement isomoaphe a EXK)/E"K, quand C(K) est munde
o

de 4a bornologie natunelle. Sodt ¢ cet {somorphisme.

SLfeclk) , ol§leClk)/g ) - On définit o, de CIK) dans

E par : g, (§) = v {g) od y, et le cafcul fonctionnel construdit

par H. Hogbé-NLend et g un neprésentant quelconque de ¢lf). 8, €4t

bien défini et if coincide avec g du théoréme précédent.

Comme 2'a fait remarqué L. Waelbroeck (/157) ClK) n'est pas
4epanée. L'algebre bornologique séparée asdocile est justement

L'algebre ClK).

VII - MORPHISMES D'a.b.s

Nous passans maintenant a L'3tude des moaphismes,
p

Théoréme 3 : Sodent E et F deux a:b.s complétes et y un morphdis-

me d'a.b.s de E dans F. Alors

(<) [lvlx) || <|ix|| ,» pour Zout x dans E ;
({d) S4 de plus, y est infectif alorns c'eat une isoméirdie.
Preuve : (4] Pounr une noame d'a.b.s on a
Wil = Hlh) , poun Zout h heamitien et
lxx®|| = |Ix|P pour tout x.
Alons
Helxd | = Jlelad Celxd 1] = (fwlxx®) ] = plytex®) ),

on : lolxx®1) & plxx®1 = (XXl = |Ix|P
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({i) On a : E = Lim E; » E; est une Gz-atgébaa. Posons

Y, = ¥/g . Vu que F est en particulien une algibre noamée involu-
ya

tive on a

f¥tx) I = Hwi(xl|| 2 qui pour tout ie Ilx) ([5], propo-
dition 1.8.1. page 16) et L'0on a vu que || x|| =|lx|l;
Proposition 7 : Sodient E et F deux a.b.s complétes et ¥ un moa-

phisme d'a.b.s dinfectif de E dans F. AlLors Y(E) est une a.b.s

compléte.

Preuve : Posons Y, = ‘ng . ALors VY.\E.) est une C*-afgibare.
En effet
Soit F fa @x-aﬂgébae obtenue en compfétant (F, || ||). On peut con-

sddénen ¥, comme un moaphisme de E; dans F. T2 est injectif donc

{soméinique d'aprés Le théoréme précédent.

Maintenant, pour i s, on a ¥(E;) qu(Ejl. Notons pax hji

L'infection canonique de Y \E;) dans ‘?(Ej}' Les ‘&(Eil sont tous
munis de fa noame induite par fa norme d'a.b.s de F. 1L est facile
de voir que VY(E) = Li@(“Q(EL"hji) bornologiquement. En §in, Les
I?i sont infectives donc Y(E) est complite.

Remarque 3 : Nous Aavons qu'un moaphisme involutif Y de E dans F
od E et F sont des € -algébres est borné. On a méme ||¥ix)|| < ||x]| .
Nous venons de voin |(théoréme 3) que c'est encore viadl 44 E et F

sont des a.b.s4 complétes et munies de Leurs noames d'a.b.s.

Cependant, {f existe des moaphismes d'a.b.s4 non boanés au sens

bornologique comme fe montre fe
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Contre-exemple : Conddidérons K{W) de L'exemple 3°/ de VI. On
a vu que C’est une a.b.s complite et que sa noame d'a.b.s || ||
est compléte. On a vu aussdi que 35;3” I ol g est sa boanologdie.
ALors L'application identique de La € -algébae (KW} I 1] ) dans

KlWw) ,gl est un moaphisme non boané.

VIII - COMPLETION DES a.b.s SEPAREES

Dans ([8]) H. Hogbé-NLend a défini e compldté bornologique
d'un eapace boanplpgique convexe le.b.c) 4éparé E comme suit :
E peut s'écadine comme Limdite inductive d'espaces noamés %ﬁE=Eéy§£'Wi
Son complité est L'e.b.c sdparé associé i L'e.b.c E=L_z_:g{€i,,?j£; ;

oll Ei est Le complité de {'espace noamé E; et E}i Le prolongement

Dans ce qud sudli, nous montrons qu'une a.b.s séparée n'est
pas nécessainement infectable dans une a.b.s compléte et nous don-

nons une condition nécessaire et suffisante poun qu'ellfe fe s0it.

.) est

Définition : On dira qu'une a.b.s séparée E = Qﬁg(fi.éjk

complitable 44 Les applications Eji de Ei dans Ej sont injectives

pour 4L §
Remarque &4 : Les E}t étant infectives, on voii afors que La complé-
tée de E eat E = EﬁT(EL;{jL’ qud est une a.b.s compléte et E

s'injecte boanologiquement dans £.

Nous caractérisons maintenant fes a.b.s qui sont complétables.
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Proposition 8 : Sodit E = Ldm (Ei'ﬁjzl une a.b.s séparée. Alons
igl
E est complétable i, et seulement AL, 'lx”i = Hx”i poun tout L,

§ dans I (x).

Preuve : Nécessité : S{i E eAl complétable, elle s'injecte dans

E - {iglfé, Z}L) qui est une a.b.s compléte. D'apneés La proposdi-

tion 1, on a |x|, |x|; pour tout i et tout j tels que xgE.N E;s

ou |4; désigne fa noame de x dans E,. Donc on a en particufien

1l =|‘xHj pour tout 4, § dans Tlx).

Suffisance : Comme||x”£ ’|lej pourn ig §, fes dinject-
tions 6j£ de E; dans E; verifient La condition de Robeatson ([8]).
Donc £€es profongements {}L de fi dand gj son aussd infjectives.
D'od E est complitable.

Remarque 5 : S{ E est une a.b.s 4Aéparée et complLétable, on peut

definin, comme dans fe cas compfe, une norme d'alglbre stellaine.

Exemples

1°/ Exemples d'une a.b.s séparée complétable

Soit nelN®. Considénons E, = E;([-n,n]) 2'ensemble des fonc-
tions en escalien sur R ex nulles en dehors de [-n,n]. Muni des
opérations habituefles, E, ¢At une algébre. On fa munit de fa nonme
Il ||, de fa convergence uniforme sux [-n,n] et de £'involution
6—————-{: ALors (En,(l[[n} est une algébre noamée stellaire. S4

P 5o . . _
6n,m désigne £'injection canonique de E, dans E pour mgn, alons

(E ) est un Aystéme {nductif d'alfgibres normées steflaines.

n'an,m

Soét E = (_JE, . L'algébre E munie de fa boanologie fimite induc-
nsyl

tive des £ eat une a.b.s sépanée. Elle est complitable car on a
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Well, = 161, pour tout feE , msn

Montrons madntenant que E n'esdt pas complite.

Comme La topologie induite par Ehep dur E coinedde avee

cetle de E et que E, est fermie dans E , on a d'aprés ([47)

n+l

La bornologie de E=L4im E, ¢4t exactement fa bornologie de Von Neu-

—_—

box
mann de L'afgébae Localement convexe E munie de fLa topologie fLimite

{nductive des En . Donc pour montrer que E est non compléte, (2

faut et {L suffit de montren que E = Ldim Eu n'est pas bornolfogique-
top

ment compféte, ce qud esl équivalent & dixe par ([10]] qu'il exdis-

te une sudite Mackey-Cauchy qud n'est pas topolfgiquement convergente.

Soit § une fonction continue Aun R et nulle en dehors de

-n,nj/. 12 ( sudt
[-n,n]. 12 existe une suite (6p)p "

est Machkey-Cauchy qui ne convexge

; dans B, qui converge unifor-
mément vens {, donc (6plp S
pas topologiquement. D'od Le résultat,

2°/) Exemple d'une a.b.s non complétable

Sodit E = {P : [0,1]—— &, PeC/[X]} . On munit E des opé-
rations usuelles.
Pour tout nelN®. Considérons E, t'algebre E munie de £a norme

“P[M_= Sup Plx)| et de £'involution définie paxr
xe/l0,1/n

PX(x) =53+G1X+.‘.+Enx" A4 P(X)=“°+°lx+...+“nxn
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Alors (E_, || ) est une algébre noamée stellaine, poun tout n.

Il

S4 on désigne pan 6n,m ¢ E— E, L'application identique pouxn
men, (E ,§, ) est un systéme inductif d'afglbres noxmées steflail-

Laines., Alors E = Lim (E ,§, ) e une a.b.s séparte. Elle n'est

pas compféte can E ne peut étre mundie d'aucune Atructure d'a.b.m.c

complféte a cause de £'existence des ¢féments a spectre non boané.

E n'est pas complétable car pour tout (n,m) eN* xWN*, avec
! 1
ntim oona : Ixll, = = +— =l
n m
Donc les prolongements {; i des 5n m aux .complétées En ne sont
pas toutes injectives.
Remarque finale : L'étude des a.b.s complétes est grandement

sdmplifite par L'introduction d'une norme. Le méme phénoméne se
présente dans Lo cas des algébres uniformément Localement A-con-
vexes ol £'étude et ramenée a cefle d'une algibre noamée ([117,

[12],[137).
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