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SUR LES ESPACES DE SOBOLEV PERIODIQUES

Toana Cioranescu

On presente quelque extensions du théoréme de Riesz-Fischer aux espaces de distri-
butions de Sobolev periodiques ainsi qu'une application au probléme de Dirichlet pour

le circle.

On commence par rappeller guelques résultats de la théorie des distributions qu'on

va utiliser dans la suite.

Nous allons considerer le tore Tl = 1R/z et 1'espace Lp(Tl), 1<p<+. Pour fELp(Tl)
les coefficients de Fourier sont :

1

Cn(f) = J

0

On note par D'(Tl) 1'espace des distributions sur le tore.Pour toute Té€ D'(Tl) on

o2 10k provde. @ Z.

peut definir les coefficients de Fourier :
c(T) =T (77 '), nez.

Pour méN on pose :

mp oly _ porly. ST 1O <
WEE) = Ceel@s el o= T Ml <)

W m,p(ll) est un espace de Banach le dual du quel est noté par W —m’q(Tl),ou q = E%T g

On a :
L4 (ohew ™9 (thea (h.
Les espaces W m,p(Tl) et W —m,q(Tl) sont appellé espaces de Sobolev periodiques de
periode 1. Ils sont uniformement convexes.
Finalement,si X est un espace de Banach et X* sont dual,on note par J 1'application
de dualité définie par :

Jx= (L xrexx ;s <xkox > = x|l lex ||, [lxll = [xx ).

Dans les espaces localment convexes J est univalente ([2],[3}).
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On va utiliser les résultats suivants _—
27 int

Soit TE:D' (Tl); alors 1a série de Fourier de T, ?, Ch (T)e converge
neZ

/
dans O (T!) vers T.

207 int ,
De plus,la série trigonometrique Z : ’K'ne converge dans f() (tl) vers
nez

une distribution qui admet les %'y comme coefficients de Fourier si et seulement si

la suite %fn% est a croissance lente,c'est-a-dire,il existe k¢ NU{O} tel que
né€z =

K oo
§ (1 + in) aY el (@). ((6],cnIr 81.).
ney

P
Dans le cas de l'espace L (’[‘1) on a des résultats beaucoup plus precis;
prémiérement on a :

p 27T int
pour toute fel (T!) 1a série de Fourier Z Cph (£) e converge
neZ

P
dans L (T!) vers Ff. ([21,[571).

Ensuite on rappelle les suivants résultats de type Rizsz-Fischer.

I. Théoréme. Soit 1<p<2 ; ona :
, P , q
a) si feL(rl), alors %_Cn(f)} et (2
nez
o
b) pour toute suite {Tn} efP (Z) il existe fEL (Tl) telle cue
ne
Tn = cn(f) , neZ. ([43,0=3,08]).
II. Théoréme. Supposons Z =AU A' avec AN A' =@ et soit {’?f’n}
nez

© q
une suite pour laquelle ils existent gelL (Tl) ot héL (T1) telles que

Cnh (@) =¥ si néA et Cp (h) =7, si neA'.
Alors il existe une fonction unique f &Lp('!‘l) telle cue :

Ch(f) =¥, si n A et Cp(Ff) =¥, si n A'. (Beurling-Livingston [1]).

Dans la suite on va donner la extension des théorémes 1 et 2 aux espaces de Sobolev
périodiques.
On commence par le

-m,q

1. Lenme . a) TEW (Tl)  si seulement s'il y a2 des fonctions
aq
Fi €L (T!) , 0£kx¢m telles cque_
m (k)
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b) Si few "™P(rl),alors sa série de Fourier converge
. m
dans W 'p(’[‘l) vers f.

c) Si TE¢€ w g (Tl),alors sa série de Fourier converge

-m,q
dans W (rl) vers T.
Demonstration . a)Cette propriété <e cemontre comme cans le cas ce distributions

de Sobolev sur R.

b) C'est une consequence du résultat mentioné plus haut sur la densité de suites
trigonometriques dans LP(rl).

c) Considérons pour T 1la decomposition (1).La serie de Fourier de chaque
Fk, 0 4 k ¢ m,converge dans L3(T!), en particulisr dans W ™%(vl),
Comme 1'opérateur de derivation est continu sur cet espace on voit aisement que le
resultat est vrai. o

2. Proposition. Soit 14 p< 2 ; on a

. mp m q
a) si feW (rl), alors {n Cn(f)} ef(z);
nez
m o) m,g
b) si in X’n‘% € { (z), alors il existe fe& W (Tl) telle que x4, = Ch(f).
nez

Démonstration. a) C'est une consequence cu Théoréme I (a) et de 1la formule :

(m) m
Cp (£ ) = (27in) cy (£), nez. (2)
k P
b) On voit immediatement cue {n ' n} € £ (Z) pour 0< kx «m. Alors le
nez e
Théoreme I (b) montre que la serie 2 : Ty e 4iiint converge cans W (T1).
né€z
m,g
Comme 1l'espace W (’[‘1) est complet,l'existence ¢e f avec les propietés requises
s'en suit. a
3. Proposition. Soit l£ p £2; ona:
-m,D -m g
a) si TeEwW (tl), alors {(1 + in) Cn(T)} €L (z);
nez
-m o] -m,q
b) si {(1 + in) fn}' e £ (z), alors il existe T €W (Tl)
nez

telle que Cp(T) = ¥, né€zZ.

Démonstration. a) Le Lemme 1 montre que
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m e P
Cp (T) = 3, (2Tin) Cu(Fy), N€Z , F€L (T1), 0 £k £m.  (3)
k=0
Mais d'apres le Théoréme I (2) on a
g
{cn (FK)} €¢ (Z), pour 0 £k < m.
nez ;
-m x q
Alors on voit aisement cue Sl(l + in) n Cn(Ek)} €4 (Z), pour o£ Xk <m,

nez
ainsi cue (3) entraine le résultat.

-m 2iint
b) Le Théoreme I (b) implique la convergence de la série 2 . (1 +in) qh e

nez

ot -m,q

cans L (Tl), donc en particulier dans W (Tl).Comme 1'operateur differentiel
@ e 27iint
1 d : = 1 ; -
e e est continu sur W T+),on obtient la serie y e
(1 5% T ) (Th) i que z T
-m,q nez

converge a une distribution TEW (T!).Le résultat est une conseguence ce la
unicité des coefficients cde Fourier des distributions sur le tore. =]

4. Proposition. Supposcns Z = AUA' avec ANA' = ¢et soit {Ta} un suite
nez
m,p

) ; -m,g
pour laquelle ils existent géW (T1) et Tew (Tl) telle que

Cplg) =Y, si nehA et Cu(T) =Y, si n€a'.

m,p
Alors il existe une fonction unicque féW (Tl) telle cue

Cnff) =¥, si n€A et Cu(Ff) =¥, si nea'.
Démonstration. La preuve est analogue a celle du Théoréme II ainsi qu'on va

seulement 1'esquissier.

m,p
Soit Vv :XLh(:w (tl) ; chth) =0, n&A}. On voit aisement que V est fermé,

donc reflexif.

De plus on a :

L -m.q
v :{sew (rl) ;Cn(S)=O,n6A'}.
n 27Tint
En effet, soit S €V ; comme e €V pour tout né€A , on obtient :
-2 int
Ch(s) = s(e ) =0 , pour tout neA'.

—m,q
Réciproguement ,soit S €W (Tl) telle que Cp(S) = 0 pour chaque n €A'.

2Jiint
Le Lemme 1 (b) montre que la serie Z Cnl(g) e converge bien dans W™ P(Tl)
néez

vers g donc on a :

. 27int
S(g) = Z Cn(g) S(e ) = Z Cn(g) Cu(sS) = 0.
neaA' neAa'

Ainsi que SeV
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On montre maintenant aisement qu'on a aussi

P

(1) ; Cu(h) =¥y , n€a §

-m,q

g+v ={hewm

J_ L]
T +V :isew (Tl) 7 Cn(S) =rx‘[‘l r neA}'

m,p
Soit Z l'application de dualité de W  (Tl).
D'apr\es un résultat de Beurling-Livingston [1] (voir aussi de Figueireco [31])
1 . .
l'ensemble F (g + V)N (T + V') contient un element unique F. Alors f =5F IF a toutes

les propriétés requises. o

Une application. Dans [6] on montre qu'un peut établir une correspondence biunivoque
entre les distributions sur le tore T! et les distributions periodiquessur R , de

periode 1 ( ow de periode 21 ) -

D p
Soit L”:{f : R—C; £ 2T —periodique, f& L [o,zTr]}

21w
muni de la norme |- || =14 - . Soit .
n n
=~ L~
.y 27
mp P 2T (k) 2T
W :ifeLzrﬂme,p =Zi|f t, £+ 0= j
w9 m, 0 m, D
Alors on peut mettre en correspondence les espaces W (Tl) et Wyqr ainsi que

leur duals,donc les yésultafs precedents sont vrais aussi pour [es espaces de distributions
de Sobolev (ZM-periodicues).
Pour TED! 2iperiodique on défini

in| int
u(r,t) = Z. Ch(T) r e , 04recl , 0&t<27C . (4)
ne 2z

Alors on sait que la série (4) est uniformement convergente ainsi que toute ses
derivées partielles dans tout disque de rayon 0 <4r £1- € et répresente une fonction
harmonique de classe c® dans D ={(:-:,y); %2 + y2 1 } De plus on a :
u(r,t) =—> 7T dans D'.
(voir [7]) s

) i -m,q -m
Soit maintenant 14p<2 et TEW ,  telle que { (1 + in) Cn(T)} €1 (2)

néez

(la Proposition 3 (b) cértifie que 1'ensemble de telles distributionsest bien large).

On va prouver que dans cet cas on a le résultat plus precis

-m,q .

u(r,t) —> T dans Wq . (4)
re—»]-

m,p - q
En effet,soit f€ Wy ; alors la Proposition 3 (a) montre que { Cn(f)} €l (z).
neZ



136 Espaces de Sobolev

Du faitif exisTe une constante M7 0 telle que :

m m,p 2n
i fn Cn(f)}“{q LM , pour toute f€Wyy avec Nl flip 41 (5)

En effet,(5) est une consequence de (2) et de l'estimation :

210 p
I {cn(ﬂknﬁ LUl , FEL,_ . (voir [4],[5] ou [8]).
D
On obtient mainterant aisement :
27 Inf
1 g ulr,t) £(t) at = Z Cn(T) C_py (£)r -——J’Z Cp(T) C_p(£) = T(£).
2T nez r—~l- ‘nheg
0

m,p
En utilisant (5) on voit que la convergence est uniforme sur la boule unitée de Wor

ainsi que (4) est prouvé.
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