LIBERTAS MATHEMATICA, VOL. 3, 1983

To the memory of
Miron Nicolescu
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I. Soit le systéme canonique

(¢8) =T T e Fm E e e, S 1,2,3,4,

un systéme avec 4 degré de liberté, ou les varibles y; sont de_ variables
angulaires et la fonction génératice F peut etre dévelopée en série selon les
puissances positives d'un paramétre petit e,

2
(2) F=F)+ eFl +eTF, ...,

0 étant fonction de X et x, seulement et FI’ Fz, con fonctioms de

X, et Y., périodiques de période 27 par rapport a Y

Pour € = 0, 1le systéme s'intégre complétement et admet la solution

(3) X, =a;, ¥,< n;t + wss i=1,2,3,4,
o 9F, oF,
(42 ”1=El’”z='3:§’ Ny =g =0

Pour assurer la périodicit€ du movement corresondant, il faut choisir les

con n e
stants al t a2

soient commensurables entre elles. La solution ainsi obtenue dépendra de 5

de telle maniere que les duex quantités ny et Ny

constantes arbitraires Wys Wy Wy, ags 2, parée qu'on peut choisir 1'origine
du systéme ainsi que wy = 0.

Pour € # 0, le systeme canonique (1) admet encore des solutions périod-
iques, qui pour € = 0 se confondent aven la solution (3) et cela pour les

valeurs Wys W3y Wy, 855 @, "qui vérifient le systéme:
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= a, " Ba, " dw, " du, - 3w,

oi R est la valeur mayenne de la fonction perturbatrice Fl pendant une période.
Ces considérations ont une application immédiate a la recherche des solutions
periodiques de la troisiéme catégorie dans la probléme des trois corps [1], [2],

[31.

IT. Soient C C € trois corps de masses m, my, M. Considérons le

1’ 2° 3
mouvement du corps C, par rapport 4 un systéme d'axes paralléle avec le sys-
téme absolu de référence et avec 1'origine dans le corps C, et d'autre part,

1
le mouvement du corps C3 par rapport a un systéme d'axes paralléle avec le

systéme fondamental et avec 1'origine dans le centre de poids des corps Cl et C2.
Supposons que les duex mouvements sont elliptiques et soient 2a, e, %, g,

2a', e', &', g' 1les grandes axes, les excentricités, les anomalies mayennes,

respectivement les longitudes des périhélies des deux orbites.

Notons:
r » Fig. 1 c
] ' =
u K(ml+m2) , U K(ml+m2+m3) P
I o B (myHm,)
- ’ - - H
m1+m2 m1+m2+m3
(4) J L = a , L' =/'a' ,
C=L/1-¢eZ, ¢ =1/I-¢e'2 ,
©=Gcosi , 0'=G¢G" cos i’ )

oiu K est la constante' de 1'atraction universelle et i et i' sont les in-
clinaisons des deux orbites envers le plan invariable de référence.

Considérons le hamiltonien H de la forme

2 A m m m.,+m
H=Lm2+—m“2+xm3(_1+—r2_l 2.y,
%, 21" 13 "23 B
ol Ti3s Tyg et p sont les distances indiquées dans la figure 1.
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Les équations générales du mouvement des trois corps, en partant de la

fonction génératrice H, les variables mnL, mG, m'L', m'G'
six variables conjuguees %, g, &', g', ©, ©0' sont:
[ a ) d 3H d 3H
ac L) =5p. g @O =5 gp MV =55,
a L") = Jﬁi. 4 g1y = OB 4 1g!
ac MWL) =g ge @ED =grs g @O
(6)
de 9 dg _ __9H do ___dH
dt 9(mL) °> dt 9(mG) ’> dt d(mo)
de’ _ 8 dg' _ ___oH  do' _
( dt I(m'L') > dt I(m'G') > dt
© et 0' étant les longitudes des noeuds ascendants.

, mO, m'0" et les

oH

T B(m'e') )

>
En notant avec V(Vx,Vy,Vz) le vecteur des aires, les trois intégrales

premidres correspondants s'obtiennent en projetant sur le systéme de référence

la relation vectorielle

v £ - I oie ' ;4
V(Vx’Vy’Vz) - mazaz dt (ClCZ) tu GC3 dt

et on obtient

V., =1uG sin i sin 0 + m'G' sin i' sin O',
Vy = mG sin i cos © + m'G' sin i' cos 0',
Vz =mG cos i + m'G' cos i'.

Si on choisit le system de reférence tel que 1'axe

la direction des aires, on obtient

mG sin i sin © + m'G' sin i' sin @' = 0,
@) mG sin i cos © + m"G' sin i' cos ©' = 0,
mG cos i + m'G' cos i' = V_.

z

0
z

@y,

soit parallele avec
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Les deux premiéres équations sont linéaires et homogénes par rapport aux
variables mG sin i et m'G' sin i', qui ne sont pas nulles. I1 en résulte
que sin(0-0') = 0 et parce que i et 1i' sont positifs on retient la solu-
tion 0' - 0 = 7,

Dans ce cas, les trois intégrales premiéres des aires deviennent
' -0 =m,
mG sin i - m"G' sin i' = 0,
mO + m'e' = Vz.
En utilisant ces relations on conclut que H mne depénd pas explicitement

des variables 0, 0', m © et m'0' et si on remplace em H, 0' -0 par T et

mo + m'e' par V_, 1le systéme (6) se réduit 2 un systéme d'ordres 8:
- b4

d(mL) _ 3H d(mG) _ 3H d(m'L") _ 9H d(m'G') _ 9H

dt 98’ dt 3g dt ag ? dt ag'
de e dg _ _ _9H ae' _ _8H  dg' _ _ _°H |
dt 9(mL) > dt 9(mG) ’ dt o(m'L') * dt 93(m'G")

En intégrant le systéme (8) on obtient les variables mL, mG, m'L', m'G',
2, g, &', g' en fonction de t et des relations (7) on déduit aussi les vari-
ables mo, m'e', © et O'.

Pour 1'intégration du systeme (8) on appliquera les considérations ci-
dessus exposées.

Supposons que le masse m, du corps C1 est finie et que les masses m,

1

3 des corps C2 et C3 sont petites. Alors les quantités m et m',

les quatre variables mL, m'L', mG, m'G' et la fonction génératrice H seront

et m

elles aussi petites pour des valeurs arbitraires des huit éléments L, G, L',
G', L, 8 2" g"

On introduira un paramétre petit et positif, e, ainsi que

(9) m = =eM, m' = —F=— =¢M',

M et M' étant des quantités finies, et on va considerer le paramétre €
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variable qui tend vers zero.

Des relations (9) on obtient

,smlM , ‘AsmiMf.
(10) m, = m, =

= 3
2 ml = 3 mz—em M'+€2MM'
171
ce qui nous montre que les masses m,, Mg sont les fonctions de €, holomorphes
et nulles pour ¢ = 0.

En tenant compte des notations (9) les deux premieres termes de la fonctions

génératrice H deviennent

L L'

et donnent le premier terme du développement de H en série, suivant les puis-—
sances entieres et positives de e.
Le troisieme terme de la fonction H,
m m m_+m
2 1 2
e R e i ¥

13 23
s'appelle la fonction perturbatrice ordinaire des deux mouvements considérés et
contient le paramétre e en facteur. Donc, la fonction génératrice H con-
tient la paramétre € en facteur. .

En utilisant les relations (10) on obtient:

Ki Kmi
1y Pomsa=as g Plo=
my g (ml—eM)(mi—emlM'+ezMM')

qui pour € = 0 deviennent
(12) u:u':Km.

Le systéme canonique (8) qui a la fonction génératrice H, peut étre rem-

placé par un autre systéme canonique, de fonction génératrice F, ou
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_ Km m m m.+m
(13) Felo Mo Bl 2 (phi o2,
7L v Ay 13 T23
En notant
mG 'Ll 'G'
(14) %=A’ ?':H, mE =A', me =H',

le systeme (8) devient

d\ _3F dH _8F dA' _ 3F  dH' _ OF

dt 932’ dt 9g ’ dt AL Yagdt og'

(15)
de _ _9F dg _ _3F do' _ _ oF  dg' __ OF
dt 9N *  dt oH * dt A" 7 dt H'

et la fonction génératrice F a la forme

1 M3u2 M'Bu'z Km3 ml m2 ml+m2
P (Tt =g )t (g - )
A A 13 23

F étant holomorphe, on peut la développer en série suivant les puissances

entieres et positives de €, pour les valeurs de ¢ suffisament petits:

2
(16) F = F0 + eFl + € F2 + ...

III. Dans la théorie de Poincaré concernant les solutions périodiques d'un

systéme d'équations différentielles n'interviennent que F0 et Fl’ ou
szi M3 M13
(17) F0=_2—(—2+—2‘).
A AT
L'expression analytique de la fonction perturbatrice F s'obtient de la
relation
(18) P
Ele=0

En utilisant la théorie du centre de gravité et en exprimant les distances

b et r en fonction de r, p, w et les masses m, My, My des trois

13 23
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corps, on aura

M dy M' dy! A . . T
F1 =98 de | _ V22" e PR (TNt T )
e=0 e=0 , 13 23 e=0
1
Ry d , 1 a, ™ 4, ™M™
+—= [m1 EE‘( e ) + EE‘( = ) - EE'( ——Er—')]
13 23 e=0 ,
et aprés avoir fait les calculs on obtient
M2 .M'(M+M') 1 r COoS W 1
(19)  Fp = K[ oo+ = + M'( G -=)1,
Ve?+r?-2rp cos w 02 e
ol
(20) cos w = cos(gt+v)cos(g'+v') + sin(g+v)sin(g'+v')cos(i+i'),

v et v' étant les anomalies vraies des deux mouvements.

Si dans le systéme (15) on se limite aux deux premiers termes du dévelop-
pement en série de la fonction génératrice F, on obtient les expressions

analytiques des fonctions de la partie droite:

%%-= © {Kfi [a®p/1-e? (-sin(g+v)cos(g'+v')+cos(g+v)sin(g'+v')cos(i+i'))
2.
~ {£-p cos @ya’e 8in y] - 2 E S Y CO5 1 } ,
02
1
BBQF—, = ¢ { KMIA’I— [a'?rvl_e'2(_COS(g+V)Sin(g'+V')+Sin(g+V)COS(g'+’v')c03(j_+i'))

a'%" sin u'(P+2r cos w) }

p3

T

- (r-p cos w)a'?e' sin u'] -
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i .
gg-: I EM%&—EE-[—sin(g+v)cos(g'+v‘)+cos(g+v)sin(g'+v')cos(i+i‘)],
ICM:M:'
é§%~= € ——7;22-[—cos(g+v)sin(gf+v')+sin(g+v)cos(g'+v')cos(i+i')],
oF 2 2 M3 KaMM' H
i -K 1 7° ¢ a (r-p cos w)cos u —— ,
A ANZ-H?
13 w 2 T 1
;5 _ —szi M‘2 + cKa'MM' ( r+p Ccos W 4 2T cos w +1 ) H" cos u ,
AT A pz % /AIZ_HIZ
JoF ! H
S - ¢ A (r-p cos w)cos u ————
VIZ-H?
- v T
8{ = eRa'MM'( r+p cos w i 2r cos w +1 ) H' cos u
3H A 9 AR

p

2
ol on a noté A = (p2 4+ r - 2pr cos w)3/2, u et u'

étant les anomalies
excentriques des deux mouvements.

Le systéme d'équations (15) a les fonctions de la partie droite bien
déterminées, dépendant de t, des huit variables canoniques A, A', H, H', &,

2', g, g' et du paramétre e.
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